Introducéo a Computacéo |l
BCC - EMA 8597

Prof. Rafael Oliveira’

Trpaes@icmec.usp.br

Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”
UNESP
Rio Claro 2012

Prof. Rafael Oliveira Aula 15 (BCC/Unesp/Rio Claro-SP) Introd. a Computacao Il



Conceitos
Exercicios

Arvores

Arvores

of. Rafael Oliveira Aula 15 (BCC/Unesp/Rio Claro-SP) I a Computacao Il



Conceitos
Exercicios

Arvores

Arvores

@ Por definicdo, uma sequéncia, ou lista, pode ser consider-
ada uma arvore na qual cada né possui apenas uma unica
subarvore.

@ Sendo assim, uma lista pode ser chamada também de ar-
vore degenerada

ista representada como uma &rvore degenerada
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@ Na figura é possivel observar que cada n6 esté ligado a so-
mente uma sub-arvore, apresentando um crescimento uni-
lateral

@ Por isso dizemos que essa estrutura € uma arvore degen-
erada.

@ Mas, como podemos representar uma arvore?
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@ Seria como uma arvore propriamente dita, com raiz, ramifi-
cagoes, folhas etc?

@ Como uma arvore pode possuir sub-arvores?

@ Vamos entdo comegar a estuda-las, partindo do principio
que uma arvore é uma estrutura abstrata e que teremos
que representa-la computacionalmente
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Arvores — Representacéo

@ Por meio de um estudo em diversas bibliografias é possivel
notar que sao diversas as formas possiveis de representar
uma estrutura de arvore.

@ Porém, a forma adotada por unanimidade é aquela que
mais se assemelha a uma arvore propriamente dita.

@ Vejamos essa representagao na figura abaixo

Figura2 - Representagdo cldssica de uma arvore
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Arvores — Representacéo

@ Nessa representacao, a arvore é uma estrutura hierarquica
na qual cada circulo da figura representa um né

@ a partir de cada n6 derivam sub-arvores

@ Desse modo, explica-se como um nd pode possuir sub-
arvores

Figura2 - Representacéo clissica de uma arvore
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@ Ao né que se encontra notopo da arvore, denominamos de
raiz.

@ Note que, comparando com uma arvore no mundo real,
essa representacao esta invertida.

@ Sendo assim, o n6 raiz € o “A” e os noés folhas sdo os nos
MD”, “El!’ HFH, “G” e “H”

Figura2 - Representacdo cléssica de uma drvore
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Arvores — Utilizagao

@ Um exemplo de utilizagao de arvores para representar umde-
terminado problema pode ser apresentado na forma da figura
3.

@ Vocé consegue visualizar para que esta sendo utilizada?

Figura3 - Representacéo de expresséo aritmética com drvore
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@ Em linhas gerais, o entendimento € simples

@ A figura 3 faz a representagcéo da seguinte expresséo arit-
mética:

(a +(b x( (¢ / d) - e)))

Figura3 - Representacio de expresséo aritmética com drvore
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@ ApOs essa representacao, dizemos que a grande motivagao
para estudarmos arvores € que diversas aplicacées ne-
cessitam de estruturas mais complexas que as listas es-
tudadas até agora

@ Sendo que, nas arvores, 0s ndés podem definir uma orde-
nagao implicita.

@ Além disso, existem algoritmos eficientes para o tratamento
de arvores quando comparadas as estruturas mais genéri-
cas, como os grafos.
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@ Uma arvore “T” € um conjunto finito de elementosdenomi-
nados nos ou vértices tais que:
e T =0 ¢ a arvore dita vazia ou
e Existe um né r, chamado raiz de T; os nés restantes con-
stituem um dnico conjunto vazio ou sdo divididos em m > 1
conjuntos distintos ndo vazios quesao as sub-arvores de r,
cada sub-arvore a qual é, por sua vez, uma arvore
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@ Para visualizarmos melhor as préximas definigdes, vamos
considerar a seguinte arvore.

Figura 4 - Exemplo de drvore
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@ Dizemos que a notagéo para uma sub-arvore é:
Tv,sevéumndéde T
Assim, Tv indica a sub-arvore de T com raiz em v

@ Seja doslide anterior, T ={A, B, C, D, E, F, G, H, I}, dizemos
que ela possui duas sub-arvores:
Tb e Tc, em que:
Tb={B} e
Tc={C,D,E,F, G, H,I}
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@ Ja a sub-arvore Tc possui 3 sub-arvores: Td, Te e Tf, em

que:

Td = {D, G, H}
Te = {E}
Tf={F 1}
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@ Note que as sub-arvores Tb, Te, Tg, Th e Ti possuem ape-
nas o no raiz e nenhuma sub-arvore.

@ Vamos ver agora outras definicées acerca de arvores, con-
siderando v o né raiz da sub-arvore Tv de T. Dessa maneira,
teremos:
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@ Os nbés w1, w2, ... wj raizes das sub-arvores de Tv sao
chamados filhos de v

@ Os nos B e C sao filhos de A.

@ Assim como, os nés D, E e F sao filho de C.

Figura 4 - Exemplo de &rvore

Prof. Rafael Oliveira Aula 15 (BCC/Unesp/Rio Claro-SP) Introd. a Computacao Il



Conceitos

Arvores S
Exercicios

Arvores - Pais, tios, irmaos e avod

@ O nb v é chamado pai de w1, w2, ... wj. Assim, 0s n6s w1,
w2, ... wj sdo irmaos. E, se z é filho de w1, entdo w2 é tio
dezevéavbodez

@ Conforme a arvore abaixo, teremos que o né C é pai dos
nés D e Ee F Assim,0os n6s D, E e F sdo irmaos, o n6 A é
avo deles e o n6 B é tio deles.

Figura 4 - Exemplo de &rvore
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Arvores - N6 descendente e ancestral

@ Se x pertence a sub-arvore Tv, entdo, x é descendente de
v e v éancestral, ou antecessor, de x.

@ Dessa forma, para a representacao da arvore, temos que o
né G é descendente do né D e 0 mesmo é ancestral do n6

G.
e
O ©

Figura 4 - Exemplo de drvore
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Arvores - Grau de saida

@ O grau de saida significa o numero de filhos de um deter-
minado né.

@ Tratando-se do exemplo da arvore, temos o seguinte: G(A):2,
G(B):0, G(C):3, G(D):2, G(E): 0, G(F): 1, G(G): 0, G(H): 0 e
G(l): 0
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Arvores - N6 folha

@ N6 que nao possui descendente, ou seja, um né folha é
aquele com graude saida nulo.

@ Analisando nossa arvore e os exemplos vistos para grau de
saida, podemos afirmar que os nés B, E, G, H e | sdo nés

folhas.
(&)
) ()

Figura 4 - Exemplo de drvore
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Arvores - N§ interior ou interno

@ Diferentemente do né folha, as arvores possuem esse tipo
de nd que é aquele que tem um grau de saida diferente de
zero.

@ Dessa maneira, para 0 nosso exemplo e sabendo dos graus
ja apresentados, os nés internos dessa arvore sao A, C, D
eF

Figura 4 - Exemplo de &rvore
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@ Refere-se ao valor maximo entre os graus de seus nés.

@ Logo, podemos dizer que nossa arvore tem grau 3, pois 0
né C possui 0 maior grau que é justamente esse valor.

Figura 4 - Exemplo de &rvore

Prof. Rafael Oliveira Aula 15 (BCC/Unesp/Rio Claro-SP) Introd. a Computacao Il



Conceitos

Arvores S
Exercicios

Arvores - Floresta

@ E um conjunto de zero ou mais arvores disjuntas

@ De acordo com as arvores abaixo, temos um exemplo de
uma floresta com duas arvores disjuntas

O
® ® @

Figura 5 - Exemplo de floresta com duas arvores
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@ Sequéncia de nés distintos v1, v2, ..., vk, tal que sempre
existe a relacao “é filho de” ou “é pai de” entre nés con-
secutivos (isto é, entre v1 e v2, entre v2 e v3, ..., v(k-1) e
vK).
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Arvores - Caminho na arvore

@ De acordo com a arvore abaixo, podemos tragar, por exem-
plo, os caminhos:

C1: A, C,D,G;

C2: A, B;

C3:AC F I

C4: A C,E.

Figura 4 - Exemplo de drvore
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Arvores - Comprimento do caminho

@ Um caminho que passa por vk vértices é obtido pela se-
quéncia de k-1 pares.
@ O valor k-1 é o comprimento do caminho.
@ Para os caminhos anteriores em arvore teriamos os seguintes
comprimentos:
@ C1:3;C2:1;C3:3e C4: 2.

Figura 4 - Exemplo de drvore
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Arvores - Nivel ou profundidade de um né

@ O nivel ou profundidade de um determinado n6é é o numero
de nés do caminho da raiz até o n6

@ sendo que a raiz tem nivel 0

@ Assim, de acordo com nossa arvore, o n6é F tem nivel 2.

Figura 4 - Exemplo de &rvore
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Arvores - Altura de um né

@ A altura de um né v é determinada pelo nimero de nés no
maior caminho de v até um de seus descendentes

@ sendo que as folhas tém altura igual a 1

@ Dessa forma, o né C da arvore apresentada tem altura igual

a 3.
()
®) )

Figura 4 - Exemplo de drvore
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Arvores - Altura de uma arvore

@ A altura de uma arvore T, ou h(T), é calculada como sendo

o comprimento do caminho mais longo da raiz até uma das
folhas.

@ Por definicdo, a altura de uma arvore que possui somente
um noé é zero.

@ Logo, a altura da arvore apresentada por nos € igual a 4.

Figura 4 - Exemplo de &rvore
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Arvores - Arvore Ordenada

@ Uma arvore é dita ordenada quando os filhos de cada né
estao ordenados de acordo com alguma regra.

@ Além disso, assume-se que a ordenacao é feita da esquerda
para a direita. Abaixo s&o ilustrados exemplos de arvores
ordenada e desordenada.

@ ordenada desordenada @

A
o

0]

S ® i © ®

Figura 6 - Exemplos de arvores ordenada e desordenada
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Arvores - Arvore Cheia

@ Uma &rvore de grau z é uma arvore cheia se possui o0
nimero maximo dends, isto &, todos os ndés tém numero
maximo de filhos exceto as folhas.

@ Além disso, todas as folhas devem estar na mesma altura.

@ Abaixo € apresentado um exemplo de arvore cheia de grau
2. Observe que a raiz e 0s nos internos possuem grau 2 e
os noés folhas estdo na mesma altura.

Figura 6 - Exemplo de drvore cheia
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Arvores

@ Imagine como seria a utilizagdo de uma TAD arvore para a
solucao de problemas

@ Para tanto, é necessario ter os conceitos basicos acerca de
arvores bem fixados

@ Considere a estrutura de arvore abaixo e responda:
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Caneta e papel na mao para responder as perguntas e fixar os
conceitos
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Exercicios — 01

1 Qual o grau de saida de cada um dos n6s?
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Exercicios — 02

2 Quais sao os nos folha da arvore?
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Exercicios — 03

3 Quais sao os nos internos da arvore?
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Exercicios — 04

4 Qual é o grau da arvore?
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Exercicios — 05

5 Indique dois caminhos de comprimento 4 e dois caminhos
de comprimento 5 na arvore?
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6 Defina o nivel ou profundidade dos seguintes nos:
o G

o K
o E
o X
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Exercicios — 07

7 Defina qual a altura dos seguintes nés:
o F

e S
o R
oV
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Exercicios — 08

8 Qual é a altura da arvore em questao?
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Exercicios — 09

9 Redistrua os nés da arvore de modo que ela se torne uma
arvore ordenada?
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